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Résidus, Courants résiduels et Courants de Green (*)

Carlos A. Berenstein, Roger Gay, and Alain Yger

English abstract

Some explicit formulas are provided in order to solve division problems in commu-
tative algebra or questions related to intersection theory; it is shown here how the
idea of analytic continuation of distributions leads to some explicit solution for the
Green equation for algebraic complete intersections in the projective space.

§1. Introduction

Le théoréme de dualité (dans ses versions locales ou globales, ({(GRH], chapitre 6)) est
'une des propriétés majeures du résidu de Grothendieck attaché & un systéme de fonctions
analytiques, ou de polynémes définissant une intersection compléte dans un ouvert de
C™ " Clest grice & ce théoréme que l'on a pu récemment établir, pour résoudre certains
problémes de division, des identités analytiques ou algébriques qui s’averent en général les
plus économiques possibles.

Le résidu de Grothendieck, pour les besoins de 1’analyse, peut étre étendu en un courant,
et ce suivant deux approches commodes, toutes deux inspirées des transformations de
Mellin; si fy,..., fp définissent une intersection compléte dans un ouvert w de C" et si
B (B = (B1,--,Bp)) est un p— uplet d’entiers positifs, on définit, pour toute forme test du

type (n,n — p),

b B. Of A
< N\d ) ¢ >=Cps | ( ZA)/H(IfJ”’f TG

avec |8] := B1 + ... + Bp, la notation (.), signifiant que ’on suit le prolongement analytique
de l'expression (fonction de A = (A1, ..., Ap)) jusqu’a l'origine (au voisinage de laquelle le
prolongement est en fait holomorphe), 1a. constante valant

(=)™ (p-1+ )}
(2z7r)1’ B!

This paper is a preliminary report. The research therein was supported in part by NSA-
grant MDA90493H3012 and NSF grants DMS9225043 and CDR8803012.
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lorsque ¢ est O fermée au voisinage des zéros des fi, on retrouve P’action du résidu de
Grothendieck relatif &
1
(FEH, L oty

L’action du courant résiduel peut aussi étre définie par

< /\a(f)6 +1), (’0>_( (22 )p /Hlf |2(ﬁ1+1)()\ 1)/\ afﬂl A

(voir [BY2], [BGVY], pour un rappel de ces résultats).

A=0

Notre but, dans cet exposé, est de présenter deux directions dans lesquelles 4 la fois le
role du résidu en géométrie algébrique et les techniques d’analyse mises en oeuvre pour
décrire son action en tant que courant (via par exemple le prolongement analytique) sont
mises & contribution. Ces directions s’articulent toutes les deux autour d’une question de
nature completement algébrique: celle de la mesure de la complexité dans les problémes
de l'intersection et de la division.

Dans la premiére partie, consacré a 'outil résidu dans les calculs algébriques, nous
verrons le lien entre résidu et forme de Chow, puis nous passerons du cadre projectif au
cadre torique pour donner une formulation du théoréme de Bezout dans le cadre des séries
de Laurent. Lorsque P’on travaille sur le schéma arithmétique Proj(Z[X,, ..., X,]), la forme
de Chow mesure (par sa hauteur, voir [Ph]) la complexité du cycle associé. Or il se trouve
qu’une autre maniére de contréler cette complexité est de construire une opération de
produit entre les éléments des groupes de Chow arithmétiques: le groupe de Chow d’ordre
p (1 < p < n) est le quotient du groupe additif des paires (Z, G) (Z cycle de codimension p,
G courant de Green pour Z(C), c’est & dire courant sur P"(C) tel que dd°G + 6z soit lisse)
par le sous groupe engendré par les éléments de (0, AP ~12) 4 9 AP:»=1) (les AC+) sont les
espaces de courants sur P™) et les couples (div(f), —i+In(|f|?)) (avec ffonction rationnelle
sur Y, sous schéma de codimension p — 1, i désignant le morphisme d’inclusion) [GS1).
Nous verrons dans la section 3 comment envisager la construction de courants de Green
via le prolongement analytique en exploitant la factorisation du courant d’intégration par
le courant résiduel (dans le cas intersection compléte). Autant 1’équation de Green joue
un rdle en théorie de l'intersection, autant Péquation 8(S) = 9(1/f1)A... AO(1/f,) semble
jouer un role dans le controle de la division, comme 1'indique ’expression des quotients
dans les formules de division analytiques intervenant pour reproduire 'appartenance a
I'idéal dans le cas intersection compléte, ou dans les versions effectives du théoréme de
Brian¢on-Skoda dans le cas général ((BGVY], [BY3]). Si elle n’est pas apparente dans cet
exposé, cette idée en soutend la trame. La majeure partie des résultats présentés dans
cet exposé sont partie intégrante d’un programme de travail conduit ensemble depuis déja
plusieurs années (voir [BGVY]).

§2. Le résidu de Grothendieck et la division.

Plusieurs travaux récents [Dick], [BY1], [BY2], [Elk], [GiH], ont souligné I'importance
du réle des méthodes de dualité dans les probléemes d’effectivité en géométrie algébrique.
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Par sa relation avec le théoréme de Briancon-Skoda (ou de Lipman-Teissier dans le cadre
algébrique), la formule de Cauchy-Weil apparait comme la clef de voiite de ces méthodes.

Les résultats les plus spectaculaires concernent les problémes de division du point de
vue arithmétique; la solution du probléeme de Bézout algébrique, avec les meilleures bornes
connues, pour des polynémes a coefficients entiers, passe pour 'instant par ce type de
méthodes: si les entrées P; sont des polynémes & coefficients entiers de degrés au plus D
et de hauteurs logarithmiques au plus 4, sans zéros communs dans €C", on peut prouver
I'existence d’un entier strictement positif §, de polynémes A, ..., A, & coefficients entiers,
de degrés au plus k(n)D™, tels que

5= 4;P;, Maz(inlé|, h(4;)) < &(n)D**(h + Din(D) + In(p))

(voir [BY1], ou aussi [Elk] pour le probléeme de Deffectivité de 'appartenance & un idéal
dont le systéme de générateurs choisi définit une intersection compléte).

Parce que nous avons centré cet exposé autour du réle des courants résiduels dans la
mesure de la complexité des problémes de division ou d’intersection, nous rappelons que si
P, ..., Py sont des polynémes homogenes de n+1 variables, a coefficients entiers, définissant
une intersection compléte dans P"(C), la hauteur de la forme de Chow de I'idéal homogeéne
(P1, ..., Pp) contrdle la hauteur de Faltings du cycle correspondant dans Proj(Z[Xo, ..., X»])
(voir [Ph], et aussi [So], théoréme 3). Rappelons que la forme de Chow d’un tel idéal est
un générateur de 'idéal de Q[u1,0,...,U1,ny ooy Un—p,0y -+, Un—p,n] constitué des polyndmes
R en les blocs de n+1 parameétres Uy, ...,Un—p (Uj = (4j,0,..,4j,n)), tels que, si 'on note,
pour tout n+I-uplet de variables X = (X, ..., X,), < U, X >:= ) u; X, alors

AM EN, (X1,..., Xo))MR(U) C (Pry ey Py <Up, X >,y < Upepy, X >);

ce polyndéme P, dit aussi forme éliminante, est multihomogeéne par rapport a tous les blocs

de variables. La forme de Chow apparait de maniere évidente dans ’expression des résidus
de Grothendieck

<O(1/PFYN . AB(L/PEYANB(L) < Uy, ¢ SMYA o A1) < Unep, ¢ >'m-7), (**d( >,

ol a désigne un n+I1 -uplet d’entiers positifs, tel que |a| < S k;D; + 3. 1; —p, k €
(N*)?, | € (N*)*"P(la notation abrégée (** est, quant a elle, utilisée pour écrire plus
commodément (§°...{2") ; ces expressions s’écrivent toutes sous la forme N o/ <I>|’°H'“|,
ol Ng 1o est un élément de Q[U1,...,Un—p). Le point & remarquer est que les numérateurs
Nk 1o de ces expressions jouent un réle important en ce qui concerne les problémes de
division; pour en donner un exemple, nous rappelons que si les g; x(Z,() constituent un
systéme de diviseurs de Hefer pour (P, ...,P,) (ce qui signifie, voir par exemple [Hol,
Pi(Z)—P;(¢) = >_i(zk — Ck)9; k(Z,(); de tels gj x s'obtiennent dans ce cas particulier via
la formule de Taylor & Vordre I avec reste intégral), et si

14 n n—p n
9(2,¢;0) == |\ (Z 9ix(Z, c>dck)A A ( uj,kd<k>,
J=1 \k=0

=1 \k=0
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on a le résultat suivant

Théoréme 2.1
Soit @ un polynéme homogéne appartenant a Iidéal engendré par Pi, ..., Pp, de degrés
respectifs Dy, ..., Dp; Q se représente alors sous la forme

p 14 k n—p
k1 j 1;
2| X 2 s TIF7 1 <Us->¥ | 1] 7
s=1 | 8$C{i,...,p} kEN? j=1 j=1 c€ES
#S5= IENT—P

<‘°'D>+'”+Z,-es D;j <deg(Q)

Ay A k’l
ou le polynéme cg" vaut

P . n—p _
< N B@/Pfi**ya N\ 81/ < Ui ¢ >, QO T (BiQ) - By) fo(-¢G:U) >
j=1 Jj=1 1<5;<p
igés

Plutét que de donner une preuve des résultats évoqués ci dessus, nous donnerons ici
un résultat plus original (basé sur les mémes idées) concernant cette fois des polynémes
de Laurent (et non plus des polynémes) a diagramme de Newton précisé; nous sommes
proches ici des idées introduites par Delsarte [De] et concernant les problemes de divi-
sion ol interviennent comme quotients des exponentielles polyndmes dont la géométrie de
Pensemble des fréquences commande les inégalités du type Lojasiewicz.

On considére n polygdnes convexes de R", & sommets dans Z", A4, ..., Ap, contenant
tous l'origine comme point intérieur. On considére n+1 polynémes de Laurent Py, ..., Pp41
en n variables tels que

* Pour j = 1,...,n, conv(Supp(P;)) = A;j.

* (Py,...,P,) est un systéme non dégénéré au sens de Bernstein [Be]; ceci signifie la
chose suivante: pour tout n-uplet a de rationnels non tous nuls, notons pour 7 = 1,...,n,
A%¥ = {z € R",a.x = min{a.y, y € A;} et désignons par P;, le polyndme extrait de P;
en ne conservant que les mondmes de multiexposant appartenant au sous ensemble AY de
Z"; le systéme sera dit non dégénéré lorsque, pour tout «, les polynémes P; 4, ..., Pp o n’ont
aucun zéro commun dans (C*)™. Notons que cette condition se rameéne, pour un o fixé, a
écrire qu'un certaun systéme de n équations algébriques & n — 1 inconnues n’admet pas de
racine dans (C*)*71.

* (Py, ..., Pny1) n'ont aucun zéro commun dans (C*)".



On notera 1 le n-uplet (1,...,1) et p 'application polynomiale de (C*)" dans lui méme
p = (Py,..., P;). Pour alléger les notations ultérieures, nous noterons, si § est un n-uplet
d’entiers strictement positifs

8(1/p*?) = 8(1/PPY A ... AB(1/PE~).

et, pour tout n-uplet de nombres complexes u et tout élément o de IN™

n

o __ Q;

wro = T ud,
j=1

De plus, si p est une application polynomiale de (C*)" dans lui méme et ¢ un polynéme
en 7 variables, on notera

< 8(1/7), qd¢ >

la somme compléte des résidus (relatifs & 1’application p) de la forme ¢gd{ aux zéros de p

dans (C*)".

Théoréme 2.2
Silesgjk, j=1,..,n+1, k=1,...,n sont des diviseurs de Hefer pour les polynémes
de Laurent P, ..., Pnt1 et D le déterminant de la matrice des gjx, 1 < 7,k < n, on
a la formule de Bézout suivante, pour tout Z € C", z;...zp # 0:

gl,l(Za C) gn,l(ZaC) gn+1,1(Z, C)
1 =< 8(1/p)(0), F—l-@ L N
ntl gl,n(Za C) gn,n(Z, C) gn+1,n(Za C)
P(Z) .. Pu(2) Por1(2)
+ bk, > < 8(1/p*™HV), ¢*ld¢ > Z** P P (Z)
k,l me(N")*

]

wie(my + DAL+ o+ (Mo + DA,

\ 3 e
ot 'on a posé

D(Z,Q) = Y SaZ* ¢

k,lei”

Preuve.



Les hypotheéses de non dégénérescence portant sur Py, ..., P, assurent que Pi,..., P,
définissent une variété algébrique discréte hors des axes de coordonnées; on sait méme,
d’apres le théoreme de Bernstein [Ben] que le nombre de zéros communs (comptés avec
multiplicité) est égal au volume mixte de Minkowski V(Ai,...,Ap) multiplié par n!.
Désignons par «j, ...,ay les zéros communs des P;,j=1,..,n,

Considérons des polyédres de Weil (on trouvera la définition d’un polyédre de Weil par
exemple dans [Aiz], accompagnée d’une preuve de la formule de représentation intégrale
de Cauchy-Weil que nous utiliserons plus loin) wy,...,wpn, tous composantes connexes de
Pensemble {¢; ¢1...{n # 0, |Pi({)| < €5, j = 1,..,n} (pour un choix des €; convenable) et
tels que

Yy € {2,...,N}, 3[(]) € {1,...,17,}, VZ € wy, Y( € W3, 215) — Cl(j) 7& 0 (2.1)

La construction de tels polyedres est possible puisque les points a; sont distincts. Notons
01,...,0N les frontiéres de Shilov des polyédres de Weil Wiy ey WH.

Il existe des fonctions Wy WN,k, k= 1,...,n , avec w; ; holomorphe dans w; x Q;
(Q; voisinage de @;) telles que l'on ait, pour Z dans wiet (€W; (j=2,...,N),

k=n
D(Z,() = Y wjx(Z,)(Px(Z) — Pu(()).
k=1

Ceci est une conséquence des formules de Cramer et de (2.1). On a alors, pour tout Z dans

wi, en développant le noyau sous l'intégrale en série géométrique, pour tout j différent de
1

’

__DZ.) dg:lcz::n Y < 8(my) wi(Z,)PdC > [[ PM(z),
o LT (PO~ P(2)) ~  &.5. P 1<4<n

m; =0 q9#k

quantité nulle d’apres les propriétés du résidu. On a donc, pour tout Z dans wy,

DZO L 5 DZO) .
o TTZE(P(C) - P(2)) ‘ ,; o ILZT(PAC) - PUZ)) ‘
=(2%m)" Y < 8(1/P™Y), D(Z,.)d¢ >4 fI PM(Z).
meN» g=1

Cette formule peut étre transformée en une identité de Bezout analytique a l'intérieur
de wy si 'on introduit le polynéme P,,; ne s’annulant pas aux points aj, j = 1,...,N.
On peut reécrire 'identité précédente comme dans [BY2] en introduisant le polynéme
de Laurent D(.,.) égal au déterminant n + 1,n + 1 de I’énongé du théoréme; on obtient
alors, toujours pour Z dans w;, comme conséquence de la formule de représentation de
Cauchy-Weil appliquée & la fonction 1,



g=n

d¢ >q +Z Okt Z < é(l/Pm+1),{*ldC > Z*kH P;n"(Z).

k,l me(N™)* q=1

D(Z,.)

1 =< d(1/p), P

On utilise enfin la formule de Jacobi établie par Khovanskii [Kh] dans le cadre toroidal
qui s’applique ici du fait des conditions de non dégénerescence portant sur les Pj, j =
1,...,n: si Pest un polynéme de Laurent dont le diagramme de Newton contient l’origine
comme point intérieur et si a est un vecteur non nul de R", alors, pour tout exposant
strictement positif u, on a P¥ = (Py)#; ainsi, si les P; satisfont les hypothéses de non
dégénerescence mentionnées plus haut, il en est de méme pour tout systéme correspondant
4 une application polynomiale du type p*(™*1) m € N™; le fait que les zéros ne soient
pas simples n’est pas un obstacle car on peut y remédier par perturbation. Le résultat de
Khovanskii nous assure, que pour tout ! dans Z", pour tout m dans N" tel que

]

.

I+1€(mi+ 1AL+ ... +(mn+1)An,

on a

C*(I+1)
(1..-Cn

On obtient la formule voulue pour Z dans wy, et en fait pour tout Z hors des axes, puisqu’il
s’agit d’une identité entre polynémes de Laurent. ]

< 8(1/p*mFY), ¢Md¢ >y=< 8(1/p*(mHY), d¢ >4=0.

La formule que nous venons d’établir est, lorsque tous les polynémes impliqués sont &
coefficients dans un sous corps F de C, une formule de Bézout dans F(Xy,...,X,). Ceci
résulte du lemme suivant, simple modification du lemme 2.3 de [BY1].

Lemme 2.3
Soient py,...pn+1 n polynémes de Laurent sans zéros communs dans (C*)" et tels
que pi,...,pn définissent une variété discréte hors des axes. Soit ) un polynéme de
Laurent quelconque. Si les p; et  sont & coefficients dans un sous corps donné F de
C, alors

< 8(1/p1) A ... AO(1/pn), d¢ >y € F

DPn+1
Preuve.

D’apres le Nullstellensatz et les hypotheses faites sur les polynémes py, ..., pn, 11 existe
une famille de polynémes en une variable (& coefficients dans F), ¢3, ..., gn, non nuls en 0,
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et un entier M tel que 'on puisse écrire, pour tout j € {1,...,n}

k=n

(€.Ca)gi(¢) =Y 4ix(Opa(C)
k=1

ou les g sont des polyndémes & coefficients dans F. Etant donné N entier strictement
positif, il existe une combinaison linéaire de la forme

j=n
Pn+1+ Z AjP}’-VH, A €EF
Jj=1

ne s’annulant en aucun des points { tels que ¢;(¢;) =0, § = 1,...,n. Si 'on choisit N
suffisamment grand, on peut écrire

¢ >y=< B(1/p), -

j=n N+1
Pn+i1 Pn+1 + j=1 /\jpj +

< O(1/p) A AO(1/pn), d¢ >y

Une application de la loi de transformation globale (dans Vouvert U = {(;...(» # 0}) nous
conduit, si A désigne le déterminant de la matrice des g;k, &

- AQ
d¢ >5=< 0(1/q), — d¢ >
Prnt1 (Cl---(n)nM(Prﬁl + ;=1 ’\jp_ﬁ‘v-*-l)

< d(1/p),

et l’on est alors ramené a la preuve du lemme 2.3 de [BY1] puisque le monéme (;...(, ne
s’annule pas aux zéros communs des ¢;(¢;). O

Dans ’étude des problémes de division ol intervient le résidu de Grothendieck dans
le cadre torique, le résultant creux joue un réle important. Rappelons auparavant cette
notion: si Aj,..., An+1 est une famille de sous ensembles finis de Z" essentielle (au sens se
[Stu]), on peut définir le résultant creuz attaché auvz A; comme le polynéme irréductible
en les variables

ul,l, sy ul,mp ceny un+1,17 ---,un+1,m,.+1

définissant, dans ’espace des parameétres U, I’adhérence au sens de Zariski, dans
P™~YU;) x ... x P™ 17U y),

de ’ensemble des U tels que les polynémes de Laurent PIU,...,P,EI +1 & supports dans
A1y Aniy et & coefficients précisés ((uj ) pour P;) aient un zéro commun dans (C*)".
Sous certaines hypothéses géométriques particulieres sur les enveloppes convexes A; des
Aj; (voir [BY4]), les coefficients des quotients intervenant dans la formule du théoréme 2.2
(lorsqu’on I'applique aux polynémes PY, ..., PY,, & supports respectifs dans A1, ..., An+1

et a coefficients indéterminés) sont des fractions rationnelles en les parametres U dont un
dénominateur commun est le résultant creux relatif aux A4;, j =1,...,n + 1.
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§3. Courants de Green, courants résiduels.

Dans cette section, nous allons montrer comment profiter des propriétés de factorisation
du courant d’intégration sur une variété analytique complexe pour résoudre ’équation de
Green relative & un cycle intersection compléte.

Ce calcul est basé sur une propriété de factorisation capitale du courant d’intégration
(avec multiplicités) correspondant & un systéme de fonctions holomorphes fi,..., f, qui
définissent une intersection compléte dans un ouvert w de C"; on a (voir [CoH] et, plus
récemment, dans le contexte des variétés analytiques, [DM]), pour toute forme test ¢ de
typ€ (n — p,n — p), & coeflicients de classe C*°, & support compact dans w

< 8fy et >=<O(L/f), Of A >

d’ot, compte tenu de ce que l'on sait sur le calcul de ’action du courant résiduel attaché
a une intersection compléte,

(=1)pe-1)/2

<Ot ¥ >= o

(Ap/d:" |f1...f,,|2(*"1>‘37/\af/\<,9>0 (3.1)
ott Of (resp Of) désigne le produit extérieur des -87j (resp des Of;) et (.)o la prise du
coefficient de Laurent correspondant & A? dans le développement au voisinage de l'origine
du prolongement méromorphe de la fonction de A définie par (3.1) (correctement pour
Re(X) 2 1). Cette approche, qui est celle que nous utiliserons plus loin, n’est pas la seule;
on peut aussi montrer:

(—1)p-1)/2 ( / 2p(A~1)5F )
< 8pg 1,0 >= —————(p — 1)!{ pA Of ANOF A 3.2
[f17 ;fp] SO (227!')1’ (p ) p C" ”f” f 80 o ( )

ot ||f||2 = |f1]* + ... + | fp|?. Cette propriété résulte, dans le cas des formes ¢ O-fermées
au voisinage de la variété V des zéros communs des f;, d’une application du lemme 3.13
de [BGVY]; pour les formes ¢ de classe C* & support compact, on montre, exactement
comme dans la section 2 de [BGY], que les deux membres de (3.2) correspondent & I’action
sur la fonction ¢ de distributions du type ) .y Pa(0/02)(64); ainsi, si (3.2) est vraie

pour les formes O-fermées, la propriété subsiste pour toutes les formes test.

Signalons d’ailleurs ici que ’approche du courant d’intégration par le procédé (3.2)
semble présenter le défaut de ne pas respecter ’aspect multiplicatif que nous avons tenu a
souligner dans ’expression du courant résidu attaché a une intersection compléte; on peut
malgré tout remédier & cet état de fait en utilisant les formules classiques relatives a la
transformée de Mellin. Il apparait aussi important (pour souligner aux fins de I’exploiter
ultérieurement cet aspect multiplicatif) de donner une méthode pour calculer ’action du
courant d’intégration sur une forme test ¢ en termes de la valeur a origine d’une fonction
méromorphe de p variables (chaque variable correspondant & l'une des fonctions f;) se
prolongeant en une fonction holomorphe (comme fonction de p variables) au voisinage de

0 dans C?.



Or il existe un tel procédé pour calculer 'action du courant résiduel dans le cas
d’une intersection complete. Dans [BY2], nous avons par exemple prouvé que, si f1,..., fp
définissent une intersection compléte dans un ouvert w de C" et si ¢ est une (n,n — p)
forme test dans w, alors

- (=172 (T2, )2 — 1) o 0fi A.. N Df,
0 yp >= T
<(1/f)e > (zm)z’ /Hlf’ AT " EUry

Sil’on reprend les classiques formules de Mellin [GR/], on peut aussi écrire cette expression
sous la forme

(é W[

p~1
x 2()j —s; A —p+|s) BT
| [ ISP 1S 708 re Jds |ama (33)
y+iRP-1 j=1
oll 7 est un p — 1 u-plet de nombres strictement positifs tels que || = S.v; < p — 1,
o, pour tout p — l-uplet de nombres complexes s (de somme |s|), on note I';(s) =
I(s1)..T'(sp—~1)'(p — |s]), et ot enfin la constante C, vaut

(=1)pp=1)/2

Cr = (5imyr

Ce moyen d’atteindre ’action du courant résidu s’est avéré intéressant dans ’étude des
problémes de division globaux dans les algeébres de fonctions entiéres avec croissance. Nous
renvoyons & [BY3] pour une preuve de ces formules de représentation.

Les formules (3.1) ou (3.2) permettent aisément de construire, dans le cas ol fy,..., fp
définissent une intersection compléte dans un ouvert w de C", une solution G de ’équation
de Green

dd*(G) = 85,1, (3.4)

que 'on puisse atteindre via le prolongement analytique d’expressions impliquant les fonc-
tions analytiques fq,..., fp.
La formule de Stokes nous assure que, si A désigne la forme différentielle

k=p

A= Z(—l)"‘lfkafl A A §fk A ...\ Ofp

k=1

on a

S(IFIPPO~V A A 4) = pAIFIIPAVFF A 4

et par conséquent

3(IIF 1P~V AN 4) = (PAP(-1P I AP V3F A o5
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Ainsi, écrire (3.2) revient a écrire que le courant G défini par

1 AAA
G = (-1)PP-1/2¢, 1y = 220 2(A-p)
(P =) § e AP )
est solution de dd*(G) = éyy).
Il existe bien stir d’autres candidats: on peut par exemple préférer utiliser la formule
(3.1) au lieu de la formule (3.2) et remarquer que, si 'on pose

(—1)plr+1)/2

le développement de Laurent de

r, = %pp 205 2 (1) A s 5
A= ) 1 A A A _fT AOfa A .. A fp

(au sens des courants), s’écrit au voisinage de 0 sous la forme

6[f2=--;\=fp=°] +To+ AH(A)

ou H est une fonction a valeurs dans ’espace des (p — 1,p — 1) courants, holomorphe
au voisinage de l'origine et ou Ty satisfait aussi dd°(I'o) = d;p. Il suffit pour cela de
calculer dd®(T'y) et de constater que ce calcul donne exactement la fonction de A figurant
au second membre de (3.1), fonction dont on sait qu’elle est holomorphe au voisinage de
A = 0 et que sa valeur en 0 vaut §[5); comme, pour toute forme test ¢, le coeflicient de
A% dans le développement de Laurent de < dd°(T'y),¢ >=< T'y,dd°(p) > au voisinage
de A = 0 est < Ty, dd°(¢) >=< dd°(T), >, on a bien dd°(Ty) = 6 comme voulu.
L’avantage de G sur I'y est que G est régulier hors de ’ensemble f; = ... = f, = 0 tandis
que 'y n’est régulier qu’en dehors de {f;...f, = 0}. Cependant, ce sera pour l'instant la
seconde approche que nous ferons fonctionner dans le cadre, non plus des ouverts de C",
mais des variétés analytiques, toujours a la recherche de formules globales.

Le probléme de la factorisation du courant d’intégration dans le cadre des variétés
analytiques a été étudié par Demailly et Passare [DP]. Nous donnons ici une maniére de
résoudre ’équation de Green pour les intersections complétes, cette fois sur une variété
analytique complexe (et donc avec terme correctif). Plus précisément, sur une variété
analytique complexe A de dimension 7, considérons une collection de diviseurs Dy, ..., Dp,
tous effectifs; on suppose que les fibrés en droites [D4], ..., [Dp) ont des sections holomorphes
globales s1,...,s, et que py, ..., pp sont des métriques sur ces fibrés en droites. Enfin, on
fera I’hypothése suivante: dans chaque carte, les s, exprimées en coordonnées locales,
définissent une intersection compléte dans 'ouvert de C™ en correspondance avec cette
carte. On supposera méme, ce qui est plus fort, que toute sous famille extraite de la
famille (s;) définit encore une intersection compléte (on dira que les diviseurs se coupent
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proprement). Nous allons décrire un procédé itératif pour construire via des techniques de
prolongement analytique, un courant G solution de 1’équation

dch + 6'Dﬂ'1...ﬂ'Dp = Cl(pl) A A cl(pp) (35)

ou les ¢1(p;), j = 1,...,p désignent les premiéres formes de Chern des fibrés hermitiens
([Djl,pj), 7 =1,...,p. Pour cela, nous allons nous inspirer de ’approche (3.1) en la cor-
rigeant. Considérons, pour Re(\) >> 0, la forme différentielle s’exprimant en coordonnées
locales

2) 2 2
(o) _ol81..8p|7" 5 |s2] ~ |sp]
'Y = ¢, AP 2o t—3(In(——)) A ... A (In(——)A
O = 2ttt fan2ly . n din2)

/\a(zn(|i:-2|—)) A A B(Zn(%—)) (3.6)

Cette forme est une forme différentielle sur X'; en suivant le prolongement analytique

de A — FE\p ), on voit apparaitre, comme coefficients du développement de Laurent du

prolongement méromorphe autour de 0, des courants définis globalement sur X. Afin de
calculer ddc(l"gp )), ol le courant I‘g” ) correspond au coefficient de A\° dans le développement
F&p) ]:‘E\P ) avant de suivre le

de A — au voisinage de A = 0, on commence par développer

prolongement analytique jusqu’a 'origine de ddc(I‘E\p )). Ce calcul donne
T = cplprpp) ™ (R + WP + TP,
ol

Ry = = | A7 sy *sq...5, )2 1’/\33 A /\as, :

1
A

W;P) —

= AP 2|58 |2/\ (( 1) 1)(p—2)/2z 332 632 LA _a_pl‘_ /\?f_’_"_/\ A —2 3sp A Os )

52 PE P 5, 8

o i _
AP sy s, |2 (Z O n  n9Pr N 7O 052, 4 —ﬁ)

—~ Sy Pk Sp S2 Sp
P _—
0s, 0s 0 Os
sy S 2N AZZAZZA LA LEA AR (3.7)
=1 8o Sp Sa Pk Sp



et ou les autres termes Tip) sur lesquels que nous allons commencer & étudier n’ont pas
pour l'instant été explicités. En effet, ceux ci (qui d’ailleurs n’apparaissent que lorsque
p > 3) ne contribuent pas au coefficient de A° dans le développement du prolongement
(p)
A

analytique de I'Y"’ au voisinage de ’origine; ceci se voit comme suit: pour chaque terme

figurant dans le développement de T§p ), il existe deux indices distincts j1,j2 € {2,...,p}
tels que le terme se présente sous la forme

Os;,  Os; 0s; A O0s;
p—2 2AU95, J2 J J —_— e .
A |Sl...8p| o A = A /\ T ANw = 7]1,12(’\),
It J2 2<5<p ISJI
J#inde

avec w forme lisse. Pour étudier le prolongement analytique de

A — [t" 7J'1,J'2(>‘) ANwAop (3'8)

(¢ désignant une forme test), nous reprenons le procédé que nous avons introduit lors de la
preuve du théoréme 1.3 de [BGY] et développé & nouveau en détail dans les preuves de la
proposition 3.6 et du théoréme 3.18 de [BGVY]. Afin d’étre exhaustifs, nous en donnerons
I’idée de bases ici. Nous poserons

w/\go:Z{,./\ZU?
T

ou les ¢, sont des (n — p + 2,0) formes et les w, des (n — p + 2,0) formes & coeffi-
cients constants. L’idée comsiste a étudier le probleme localement (dans un ouvert U
dans lequel ¢ a son support), de désingulariser ’hypersurface sy...sp = 0 (en introduisant
une désingularisée X et la projection propre 7 correspondante) et a examiner ce qui se
passe dans une carte locale dans laquelle, dans les nouvelles coordonnées w,
*(s;)(w) = uj(w)wi” . wFn = uj(w)w ¥, j=1,..,p.

L’expression (3.8) s’exprime comme une combinaison linéaire de deux sortes de termes.
Les premiers (et les plus intéressants) sont du type

p=2 [ 0y % O ) Owjo [ p Owi w; pry )
A /|wl A — /\(/\ AN = A B(w, ) (wr) AE- (3.9)

w
Wy, Wy, iel w;y jer

ou I'et J sont des sous ensembles de {1,...,n} de cardinal p—3 et ot la fonction (w, A) —
6(w, A) est C* en toutes les variables, & support compact en w et entiére comme fonction
de A. De fait, si nous écrivons

™ (w,) = Z Urrddy , doy = /\ dw;
PC{i.,n} jer
#1'=n—p42
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(ou les w, ;v sont des fonctions holomorphes dans la carte locale), nous voyons que nous
pouvons remplacer dans (3.9) 7*(w,) par w, gdwg, ot K = {1,..,n}\{{jo} U J}, ce que
nous ferons. Nous appelons P le sous ensemble de la carte défini par P = {w; = 0,7 €
{{jo}UJ}} et nous allons envisager les deux situations suivantes: soit 7(P) est inclus dans

{s2 = ... = s, = 0}, soit il ne 'est pas. Dans la premiére de ces situations, puisque w,
est une (n — p + 2,0) forme, sa restriction & la variété analytique de dimension n —p +1
définie par s3 = ... = s, = 0 est nulle, et 'on en déduit que w, x s’annule sur P, et que

par conséquent il existe des fonctions y;, j € P holomorphes dans la carte et telles que
Wr K = > jek YiW;- Dés lors, le nombre de W; que 'on a & "chasser” du dénominateur de
(3.9) par des intégrations par parties (pour voir apparaitre I’expression du prolongement
analytique au voisinage de l’origine comme fonction de \) est au plus p— 3, chacune de ces
intégrations par parties consommant un facteur A de A\?~?; une fois ces p — 3 intégrations
par parties réalisées, nous voyons que le prolongement analytique de (3.9) au voisinage de
A = 0 se présente sous la forme Ah()), ol h est une fonction holomorphe au voisinage de
0. Examinons maintenant ce qui se passe dans la seconde situation: comme on le voit
tout de suite, de part les w; qu’ils contiennent dans leurs expressions monomiales, tous
les 7*(s;), J = 2,...,n, J # o, s’annulent sur P; puisqu’il est exclu qu'’il en soit aussi
de méme pour 7g (nous sommes dans la seconde situation), I'indice 7o ne figure pas dans
{jo} U J. Gréce & p — 3 intégrations par parties dans (3.9) (qui nous ”consomment” p — 3
facteurs \), nous chassons du dénominateur tous les w;, ¢ € I; compte tenu de ce que nous
venons de dire concernant ig, le prolongement analytique de (3.9) (comme fonction de A)
se présente encore au voisinage de A = 0 sous la forme A — Ah(}), avec h holomorphe
au voisinage de l’origine. Quant aux termes laissés pour compte dans le développement de
(3.8), il s’agit d’expressions ol le nombre, soit de wj, soit de w; figurant au dénominateur
n’excéde pas p — 3; I’étude du prolongement analytique des fonctions de A correspondantes
se fait comme pour les expressions du type (3.9), dans la premiere situation évoquée ci

dessus. Pour conclure, nous voyons que la fonction non explicitée A — Tip ) admet
au voisinage de A = 0 un prolongement analytique de la forme A — AO(}), ol O est

une application & valeurs courants holomorphe au voisinage de A = 0. En ‘conséquence,
’expression (pl...pp)"’\Tip) ne contribue pas au coefficient de \° dans le développement
de Laurent de A\ — 1"()\” )au voisinage de 'origine. En utilisant des techniques semblables,
nous montrons également que A — W)(‘p ) se prolonge en une application & valeurs courants
holomorphe au voisinage de l'origine; on notera Wép ) la valeur en 0 de ce prolongement;
avec un peu plus de soin, on montre que l’on ne modifie pas la valeur de Wép ) si dans
|22 |>*, ce qui donne une nouvelle

’ : (p)
I’expression de W,*’, on remplace [sy...5,|** par [s3...5,

fonction A — ’Wi” ) telle que Wo(p ) = Wé” ). Cette remarque nous servira un peu plus
loin.

Nous avons vu lorsque nous avons construit les courants de Green dans le cadre affine
que le développement de Laurent de A — ¢, R au voisinage de A = 0 s’écrit

) ~
'Dzﬂi.ﬂ'DP + ch0+ AR(A),
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ou A — E(A) est holomorphe au voisinage de 0 et oi Ry est un courant tel que
dd®(cpRo) = ép,...nD, -

Si maintenant nous examinons le développement de Laurent de A — [‘E\P ) au voisinage de
0, soit

5
ep(1 = Mn(p1...pp) + A2(..0)) (i’—”:\-L“B— + Ry + WP + /\(...)>,

nous voyons que le courant ng ) correspondant au coefficient de A\° dans le développement
de Laurent de A\ — I‘(A” ) au voisinage de 0 satisfait

P

ddC(I‘(()P)) = 5’D1r\...n1),, - <Z cl(pk)) A 6920...017,, + Sép)

k=1
ott 58 = dde(c, WSP).

Il reste maintenant & calculer ddc(Wo(p )) = ddc(Wé”)). Pour plus de simplicité, nous
écrirons

WO = O _ G2 _ g

en respectant la décomposition en trois sommes figurant dans (3.7) (on a simplement
remplacé |s1...5,|?* par [s3...55|?}).
On voit facilement que

» -
. 3} 7]

W = (2im)y 6 A A ZBE 2Pk

—2 D2N...0nDN...ND, Pk Pk

(toujours en utilisant ’argument qui nous a permis de remplacer W(p ) par W)(\p)) et par
conséquent que

P
dd*(c, W) = =3 (o) NS &

N ...N
k=2 Dan DN 'Dp

Nous pouvons réécrire ——ch(p 7% sous la forme

22(p-2) [ P - -
v <Z 52| A . A BIn(pi) A . ABsy|* ABlsal* A A BlskPP A A Blsp N ],

k=
expression qui se trouve congrue (pour Re(A) >> 0) modulo les formes exactes a
' P

C - - - A
= (Z k22852 A .. A 8BIn(pi) A .. ABlsp)> ABlsa* AL AB|sk[M AL A ap,,ﬁ) ,

AP~
k=2
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ou ¢, = (—=1)P22(P=2); en effet, cette derniére expression (que P'on peut aussi écrire sous la
forme

P —_
(p) _ -3 22 A 0s; . Osy
Y = —(—1Pe, 3 syp/ | 3 08I(o) A ] (5_1 A"sT)
k=2 2<I<k
Ik

plus maniable par la suite) est telle que

Ya? + ¢, W% = o(Uy),

ol, au signe pres, on a

c - - -
UP = —2|selBlsal* A .. ABln(pi) A ABlsp P A N Bt

= %1
2<I<p
1%k

On a donc, en prenant les coefficients de A’ dans le développement du prolongement
analytique au voisinage de A = 0,

Yo(p) _+_ pr(fp)’2 - 8(U(§p)),
d’ou
ddc(_cpwo(l’)ﬂ) — ddc(Yo(P))

On retrouve, dans l’expression du k™ terme figurant dans la somme Yfp ), I’expression
en A qui donne, quand on en considére le coefficient de A\° dans le développement du
prolongement analytique autour de l’origine, un courant de Green relatif & Dy N ... N Dy;

ainsl

P p
dd*(Y{P) = —(~1) =2 (Z aaln(po) A 6Ds0...D, = (Zq(pk)) A 6Dyn..D, -
k=2

Cp
P—1 k=2

(o . ==(p),3 .
En répétant un raisonnement analogue avec —c,,Wip » , on montre que, pour j = 2,3,

] 4
dd*(—c, WP = (Z cl(Pk)> A &Dyn...nD, s

k=2

et nous venons par conséquent de prouver le lemme suivant:
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Lemme 3.1
Le courant I‘gp) satisfait la relation

P
ddC(I‘gP)) = 0p,n..nD, — (Cl(Pl) - Z cip, )) A 8pyn..ap, —
k=2
P
~Y E(pr) NS A ,
k=2 01(pk) DQﬁ...ﬁ'Dkﬂ...nDp

Une itération de ce lemme fournit une solution G de notre équation (3.5). Supposons
en effet que l’on sache construire une telle solution lorsque la codimension du cycle est
strictement inférieure & p; on peut donc trouver un courant G et des courants G,,...,G
tous obtenus via le prolongement analytique, tels que

p’

dd"’(é) + 6pyn..AD, = c1(p2) A .. Acp(pp)

et que
ddc G ) A = H
( k) + D2N...nDN...ND, 2</\l<p ei(pr)
Tk

alors, le courant G défini par

G = _F(()P) + (CI(PI) — icl(pk)> AG + zp:c%(pk) AN Gy

k=2 k=2

satisfait
P

dd°G + 8p,n..np, = [\ ex(pr),

=1

ce qui correspond bien & (3.5).

Cette construction peut par exemple étre faite dans le cas particulier out A est la variété
P"(C) et ot les sections s; correspondent & des polynémes homogénes de degrés respectifs
Dy, ...,D,. Le courant G est alors dans ce cas solution de

dd*(G) + 6p,..ap, = D1...Dy (dd°In(|| X|*))".

Nous dirons qu’un tel courant G est un courant de Green pour le cycle D1 N...ND;, (les
multiplicités sont prises en compte) atteint via le prolongement analytique & un paraméire
A. Remarquons que la fonction méromorphe dont provient dd°G (dans la construction que
nous venons de faire) est holomorphe & l'origine; tous les courants de Green atteints via
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le prolongement analytique et que nous considérerons par la suite auront toujours cette
propriété.

Nous resterons maintenant dans le cadre de P"(C). Les courants de Green correspondant
3 un cycle effectif X (de codimension p) et atteints via le prolongement analytique & un
parametre sont bien sir tels que leurs projections sur ’orthogonal de ’espace des p, p formes
harmoniques sont toutes congrues entre elles modulo 8 AP~1P(P"(C)) + dAP?~1(P™(C)).

Nous avons le résultat plus précis suivant:

Proposition 3.2

Soient G, et G, deux courants de Green de type (p,p) associés au cycle X de codimen-
sion p+1 (dd°Gj+6x = deg(X)wP™!, j =1, 2,w = dd*(In([|X||?))); on suppose que
G = (@g)‘)))‘:o, ou, pour Re(\) >> 0, @g«k) s’écrit localement sous la forme d’une
combinaison de termes Mu*~M8, avec u fonction réelle analytique positive et  forme
lisse, ¢ € Z, M € IN. Les courants Gy et G, sont supposés atteints & partir des ex-
pressions précédentes via le prolongement analytique & un paramétre. Il existe alors
deuz applications A — UM, A\ — V) de Re()) >> 0 & valeurs dans ’espace des
_courants & coefficients localement intégrables et de types respectifs (p—1,p), (p,p—1),
se prolongeant méromorphiquement a C et telles que

G1—Gg = (0U('\) + EV(A)) + / (G] - Gg) Aw™ P jw? ' (310)
A=0 P ()

Preuve
Si l'on introduit la projection harmonique H, notons

G = (G1— Gq) — H(Gy — G2) = (TM) -y,

ott ¥ est localement une combinaison d’expressions de la forme |u;[*~Mw; —|uz|* " Nw, +

cwP dont on suit le prolongement analytique. Compte tenu des hypotheses faites sur les
G; (et en particulier le ’holomorphie de ddc(CDE-'\)) au voisinage de 0), nous pouvons écrire
le prolongement de 9T M au voisinage de A = 0 sous la forme AR()), o R est une
application holomorphe dans un voisinage de 0, & valeurs dans ’espace des courants de
type APP(P™(C)). On peut supposer ¥(}) orthogonale aux formes harmoniques pour
toute valeur du parameétre A\. On peut utiliser la décomposition de Hodge et écrire, pour
Re(A) >> 0,
ey =5(5"(G5, _(BTM));

on redécompose (comme dans [GRH], chapitre 0) avec l'opérateur de Hodge Ay, pour
obtenir:

BH(TM) = 08(85(Ga,,(3'(G5, _ (BIVY))). (3.11)
Mais 'on remarque que
a(a (Gg,p’p_l(a\w))) =_b (Gg,p’p_l(aa\yw)) = O(\). (3.12)
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Il est facile de voir que P’application & valeurs dans l’espace des courants A — O()\) se
prolonge en une application méromorphe dans tout le plan complexe et que compte tenu de
la forme du prolongement de 93(¥™), on peut écrire le prolongement de © au voisinage
de 'origine sous la forme

A — /\@1(1\),

ol ©; est holomorphe au voisinage de 'origine. Mettant ensemble cette remarque, (3.11)
et (3.12), il vient que ’on peut écrire

TN = 85(aM) 4+ AgN (3.13)

ot A — oM, A — B se prolongent en des applications méromorphes & valeurs dans
V'espace des courants, le prolongement de A — B(*) étant holomorphe au voisinage de
lorigine. On répéte le raisonnement pour d¥ | que l’on représente sous la forme

dTN = 53y V) 4 AW (3.14)
et 'on conclut, comme dans la preuve du théoréme 1.2.2 de {GS1], que ’on peut écrire

TP = 92 — §yN) 4 AP 4 ™), (3.15)

ou toutes les fonctions de A se prolongent méromorphiquement, avec le prolongement de
A — £ holomorphe au voisinage de 0, et ot w® est harmonique; comme la projection
de ¥ sur I’espace des formes harmoniques est nulle, on a bien la conclusion en identifiant
les coefficients de A\° dans le développement en série de Laurent des deux membres de (3.15)
au voisinage de Porigine. De plus, on peut expliciter les formes différentielles a(», )
pour Re(A) >> 0 en faisant apparaitre 'opérateur de Green; la régularité du noyau hors
de la diagonale implique les propriétés de régularité de ces courants pour Re(A) >> 0. O

Notre objectif ultérieur, avec cette approche des courants de Green via le prolongement
analytique, est de comprendre différemment le produit introduit par Gillet et Soulé dans
leur étude des groupes de Chow arithmétiques. Rappelons qu’il s’agit ([GS1], [BGS2)),
en ce qui concerne ’aspect analytique du probléme, lorsque X et Y sont deux cycles,
pour lesquels on dispose de courants de Green (atteints par exemple via le prolongement
analytique), de définir 6y AGx + H(6x) A Gy, soit (H(éy) —dd°Gy)ANGx+H(6x)A Gy,
ce qui se raméne a définir correctement dd°(Gy) A Gx (ce produit est défini dans les
travaux de Gillet et Soulé & partir de courants de Green particulier, ceux qui correspondent
a des fonctions régulieres hors du support du cycle et & singularité logarithmique une
fois les singularités du cycle résolues). Les deux problémes a résoudre sont, d’une part,
la construction de courants de Green atteints via le prolongement analytique (& un ou
plusieurs parameétres), ce que nous venons de faire dans le cas trés simple des intersections
complétes, d’autre part, la construction d’un produit; on observera que lorsque X et Y
sont deux cycles intersection compléte se coupant proprement, la méthode qui consiste a
atteindre Gy comme dans le lemme (Gy = (<I>(’\)),\=0) et G x de la méme maniére conduit
a définir naturellement dd°(Gy) A Gx par

dd*(Gy) A Gx = (dd(®N) A T™) .
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Si un tel procédé existe, la contribution analytique au calcul de la hauteur arithmétique
([Fa], [BGS1]) d’un cycle de P™ = Proj(Z[Xy, ..., X,]) serait donnée sous une forme ou
’on verrait apparaitre explicitement le prolongement analytique des distributions

Aj
| P;]
I <||X||D’) ’

ott les P; sont des générateurs de Iidéal homogene correspondant au cycle (et Von retrou-
verait les équations fonctionnelles pour estimer, voire calculer, dans des cas simples les
intégrales). C’est ce qui se passe pour les cycles lisses et intersection compléte (définis par
exemple par une collection de polynémes homogenes Py, ..., Pm tous de méme degré D).
Dans ce cas particulier, la formule classique de Levine [Sto], [GS2], peut aussi s’écrire en
termes du prolongement analytique sous la forme

2 A /m—1
dde }X(‘-‘fﬂ‘—) <Z(Ddd°(1n(I|X|IZ))’"‘1“’°/\(ddc(ln(IIP(X)llz))k>

”X||2D k=0 A=0
c 2 m
= 51pm..m =0y — (DAE((IXIP) (3.16)
otr ||P||* =3 |P;|? en effet, posons
P(X)|?
o X) = dd°(In(||P(X)|I*), B(X) = Duw(X), 1(X) = Llﬁ)(?l%ﬁl‘ ;
on a
h Am—1 : _ m-—1
dd° (Z/\— Z af A ﬂm"l’k) =5* <a - B+ 2—-37 A 37) ( af A ,Bm—l—k> =
k=0 T k=0
; m—1
A 3 k A gm—=1—k | _ _Agm,
=5\ (;67/\37/\0[ AB ) g™, (3.17)

on peut écrire cette derniére expression sous la forme
5’—»,*67 AByAa™ 1+ H(N)
™

et vérifier que lorsque le cycle est lisse, H(A) = AK()), ot K est holomorphe au voisinage
de 1'origine; en revanche, ceci n’a & priori aucune raison d’étre le cas lorsque cette condition
n’est pas remplie; le terme H()) donne (lorsque P'on étudie son prolongement analytique
comme fonction de ) une contribution au coefficient de A% dans le développement en
série de Laurent au voisinage de 'origine. En revanche, on voit (comme conséquence des
formules de Bochner-Martinelli) que, dés que les diviseurs se coupent proprement,
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Dans le cas lisse, on a donc bien prouvé (3.16); le fait que H contribue & une contribution
non triviale dans le cas singulier nous empéche de prouver (3.16) dans ce cas. Il existe
cependant vraisemblablement une solution du méme type a 1’équation (3.5) dans ce cas.
Lorsqu’elle est valide, la formule (3.16) permet le calcul explicite de la hauteur de Faltings
du cycle (que nous noterons Z). C’est ce que nous allons faire dans le cas d’un cycle défini
comme une intersection compléte a partir de polynémes homogenes P;, j = 1,...,m, &
coeflicients entiers, tous de méme degré D; nous supposerons aussi que les P; définissent

une sous variété lisse de P"(C). Pour cela, notons

7,\ m—1 .
—_ m—-1—k
Qr == (kf‘:oa AB )

Prenons n + 1 — m hyperplans génériques Ly, y1,..., Lp+1 (définissant un sous espace
générique L et un cycle Z; de P") de maniére & pouvoir calculer un représentant de
la classe de Chow (€;)**!~™.8(Z); nous prenons comme représentant de (¢;)"T1™™ le

couple (Z1,GL) (ot G est construit via la formule de Levine) et comme représentant de
(Z2) le couple (2, -Qy + H(Qy)), soit encore (£, -y + C(P)w™ 1), avec

C(P) = (/ QA A w"+1—m>
P (b)

Comme représentant du produit, nous prendrons le couple

(Z.21, 6L A (—Qo + prm-—l) + (Dw)m ANGL)

A=0

(notons qu’il n’y a pas de probléme de multiplication car —§2, est lisse au voisinage de L
et vaut d’ailleurs

~ = —ln(ll';:'w> (i (das(nIPI) " A <Dw>m-1—k> ,

k=0

Telle qu’elle est définie par exemple par Faltings [Fa] ou Bost, Gillet, Soulé [BGS1], la
hauteur arithmétique du cycle vaut

In(ord(T(Z2.21, Oz.2,)))+

+3(—/QO +C(P)+D’"/ w’"/\GL>.
2 L P (¢)

On peut utiliser le prolongement analytique pour calculer C(P) et [, Qo; quant au terme

/ wm NGy,
P (C)
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il se calcule en utilisant le fait que la hauteur arithmétique du cycle Z vaut

n—-m k

(P = % 5 z% = C(n,m)

k=1 j=1
(voir [BGS1] ou [GS2], section 5); en reprenant la formule de Gillet-Soulé (mais pour

exprimer cette fois la hauteur de P"™™, on a, si A,, désigne la forme de Levine de type
(m, m)7

C(n,m):-l— / Am—/ Am/\w"—m—i-/ wmANG(L) | =
2\ Jem(t) P (¢) P~ ()

O OE DI IR ERRINCt)
2 u=ly v=1 ﬂ=0y+p, P () ’
d’otr .
n—m 1 m n—m 1
TANG(L)=2 - + .
Jorw "B = 25+ 1S o

Ceci achéve le calcul de la hauteur dans le cas d’un cycle intersection compléte lisse. Nous
terminerons en mentionnant que le sougi que nous avons d’introduire le prolongement ana-
lytique pour mesurer la complexité arithmétique d’un cycle est orienté vers I'idée que nous
avons d’étendre ces méthodes aux cas de certaines situations transcendantes (par exem-
ple pour approfondir les aspects géométriques de la théorie des exponentielles polynémes
[BY3]) ou les équations fonctionnelles du type Bernstein-Sato peuvent étre exploitées pour
calculer le prolongement analytique de maniere globale et non plus locale.
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